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RESUME

Dans ce papier, des calculs explicites furent réalisés pour la fonction de réponse
impulsionnelle (FRI) et la réponse impulsionnelle accumulée (RIA) d'une variable aléatoire

)g'générée par un processus autorégressif. En premier temps, on a considéré un modeéle

AR(m ) de la forme (d-9¢B) X, = ¢, Outé& estunbruitblanc. La racine réelle

1/ @ du polynéme autorégressif a un ordre de multiplicité m . En second temps, nous avons
considéré un modele AR(m) ayant la forme

(1 - (013)(1 - ¢2B)----(1 - ¢mB)Xt =&ou 1/@;,i=1,..,m sont des nombres réels
distincts et chaque racine a un ordre de multiplicité qui est égal a un. Les résultats de cette
recherche révelent que la (RIA) dépend d'une part de la position de la racine autorégressive
par rapport au cercle unitaire et d'autre part de l'ordre de multiplicité m de cette racine :
pour m donné, la fonction RIA( p ) augmente avec ¢ . Pour ¢ donné, le sens de variation
de la fonction RIA(m ) dépend du signe de ¢ . Finalement on a simulé un processus AR(2) et

on a calculé les (FRI) et (RIA). La moyenne empirique des RIA s'est révélée presque égale a
la valeur proposée par le calcul théorique.

Mots-clés: processus autorégressif, multiplicité, chocs, impulsion, simulation
ABSTRACT

In this paper, the explicit calculation required to obtain impulse response function
(IRF) and the accumulated impulse response (AIR) of a variable X, generated by an

autoregressive process were carried out. First the AR(m) model A-¢B)Y X, =¢,

where &, a white noise was considered. The real root 1/ ¢ of the autoregressive polynomial

has a multiplicity —order m. Second, a general situation of an AR
model (l - ¢1B)(l - QJZB)....(I — P B)Xt =& was considered where

1/ ¢;,i =1,...,m are distinct real numbers and each root has multiplicity order which is equal
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to one. The results of this research reveal that the accumulated impulse response (AIR)
depends on the position of the autoregressive root with respect to the unit circle and the
multiplicity order m of this root: for given m, the AIR( ¢ ) increases with @ . For given ¢,
the sense of variation of the AIR(m ) depends of the sign of ¢ . Finally an AR(2) process was
simulated and the impulse response functions (IRF) and the accumulated impulse responses

(AIR) were calculated. The empiric average of the (AIR) proved nearly to be equal to the
value proposed by the theoretical calculation.

Keywords: autoregressive process, multiplicity, shocks, impulse, simulation
INTRODUCTION

Dans l'analyse économique empirique, connaitre l'impact de la variation d'une variable
sur les autres variables présente un intérét important. Cette sorte d'analyse correspond a
l'analyse de la réponse impulsionnelle qui est analogue a l'analyse des multiplicateurs
dynamiques. Pour la détermination structurelle de multiplicateurs, on peut consulter 1'ouvrage
de Gourieroux et Monfort (1995). Beaucoup des publications traitent de la fonction de
réponse impulsionnelle (FRI). On peut citer par exemple, Liitkepohl (1989,1990), Mittnik et
Zadrozny (1993), Indjehagopian et Mourad (1993), Koop et al. (1996), Pesaran et Shin
(1998), Phillips (1998), Jorda (2005). La réponse impulsionnelle peut étre interprétée comme
I'impact sur une variable si un choc se produit dans I'innovation. Beaucoup de recherche dans
les domaines économiques et financiers traitent pratiquement de l'analyse de la réponse
impulsionnelle. Cependant sur le plan théorique, on n’a pas trouvé une recherche qui traite de
la réponse impulsionnelle accumulée (désormais RIA) dans le cas d'une variable générée par
une structure particuliére d'un processus autorégressif. En économétrie appliquée, le calcul de
la (RIA) devient trés familier. Par exemple, on mentionne les publications suivantes: Leigh et
Rossi (2002) utilisent un modeéle VAR récursif pour enquéter sur l'impact des mouvements
du taux de change sur les prix en Turquie. Ils ont réalisé une analyse de la (FRI) et la
décomposition de la variance des erreurs. Pao et Shinichi (2007) proposent une méthodologie
alternative pour estimer la (FRI) sans imposer des restrictions paramétriques. Les réponses de
I'impulsion sont estimées en régressant la série d'intérét sur des innovations estimées qui sont
les résidus obtenus lors d'une étape antérieure dite 'auto-régression longue'. Babecka (2009)
explore les propriétés de la transmission d'un choc dans le taux de change en comparant des
réponses impulsionnelles. Hall ef al. (2009) proposent un nouveau critére d'information pour
une fonction de réponse impulsionnelle en minimisant la distance entre les fonctions de
réponse impulsionnelle théorique et empirique. Mitchell (2009) examine la (FRI) dans les
modeles VAR quand une cointegration est présente. Hossain (2010) examine la (FRI) sur des
séries temporelles concernant des variables macroéconomiques au Canada. Il estime deux
versions de modeles VEC et il utilise les (FRI) pour mesurer les effets & long terme.

Dans le cas ot le processus , admet une représentation A4R(1) stationnaire :

X, =X, +¢

ou gt est un bruit blanc faible de variance 02 , et le coefficient ¢ est le coefficient

autorégressif. La valeur actuelle de X est une somme de deux composantes. La premicre

composante représente l'effet du passé et elle est déterminée par l'histoire du processus.
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Cependant, I'histoire du processus est limitée seulement a la derniére réalisation, et I'impact de
cette variable est atténué dans une certaine mesure par le coefficient autorégressif si lo|<1-

La deuxiéme composante peut étre regardée comme un choc aléatoire qui se produit au temps
t. Ce choc est appelé I'innovation et il n'est pas observable. La solution générale de)g ala

forme:
X =5+y

ou 51 est une solution de 1'équation
& —9q,=0 (E)

et U est une solution particuliére de 1'équation

U =0y 1 +& (Ey)

_ 1 BNy
L'équation (E;) donne égt =@ §O et si lp | < 1 alors ‘ft . En respectant

I'équation (E,) donne:
o0
3
U= Z(D Et—h
h=0

© -

_ _ h hil .

U, =Qu,, = Z(P Erp _Z(p Erp1 T &
=0 =0

lo|< 1>

1l est clair que :

La condition lp | < 1 assure I'existence des moments marginaux des premier et second
ordres de X, (ici X, est un processus centre). Leur invariance avec le temps garantit la
stationnarité au sens large du processus. Pour un t assez grand, la valeur courante de X, est

exprimée en termes présent et passé des chocs. C'est la représentation de moyenne mobile

infinie MA(OO) du processus AR(1) . Le coefficient ¢ peut étre interprété comme suivant:

On considére un choc unitaire temporaire a l'innovation € au temps f,, (ce choc

transforme € t, en 5}0 +1 ). La valeur future du processus au temps ¢, + /4 devient :

0
5
X, = E &
Avant le choc: toth P lotn—h
h=0
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0

i h
Xigth = ) P Eohi +¢
i=0

Apres le choc :

/1
et par conséquence l'impact du choc sur Xto-i—h est @ . On définit maintenant la suite

n
h
i oy Un = E Y , -
numérique de terme général . Cette suite est convergente et elle a la limite
h=0

généré par un processus autorégressif du premier

1— 0 qui est la (RIA) du processus

ordre . Donc la RIA est la somme cumulative de la fonction de réponse impulsionnelle. Nous
signalons que pour un modéle AR(m) stationnaire :

X=X, +. .+, X _, +&

la représentation MA(OO) a la forme (voir Judge et al., 1988):

min( h,m)

Xt :Zehgt—h avec 00 = 199/1 = Z ¢i6h—i’ h
h=0

i=1

\%
[S—

Donc on peut calculer la RIA de X par:
oo ( Min(h,m)
RIA=1+ Z Zq)j@h_i
h=1 i=1

Dans la suite, le processus , est suppos¢ stationnaire au sens large et ayant une

représentation MA(OO) Ce papier est organisé comme suivant : dans les deux premiers
théorémes, on calcule explicitement les (FRI) et (RIA) associ¢es au modéle AR(m) dont le
polynéme autorégressif a une seule racine d'un ordre de multiplicité égal a m . Dans le
troisiéme théoréme, on calcule les (FRI) et (RIA) associées au modéle AR(m) dont le
polynoéme autorégressif a m racines réelles simples et distinctes. Finalement une simulation
de la (RIA) sera calculée dans la cinquieme section.

THEOREME 1

Considérons un processus X stationnaire au sens large et généré par un modéle
AR(m)
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(1-¢B)"X, =, @

Le processus y, a une représentation MA(OO) de la forme :

Xr :ighgtfh
=0
Avec
0 - (h+1)h+2).(h+m—-Dp"  mm+1)..(m+h-1)p"
"o (m—1)! B h! 22)
= C:thﬁoh = C::;/L ¢h

Preuve: La démonstration de ce théoréme se fait par récurrence.

Pour m=1, la condition de la stationnarité exige que lp [ <1 La représentation

0
MA (o) de X, est X, =Z(oh$,,h et par suite les coefficients &), sont donnés par
=0

h_h 0 _h h
Hh = Ch ¢ = Ch(” =@ etladémonstration est faite pour m=1.

Pour m=2,ona:

(1_(09)2Xz =& (2.3)

La représentation /4 () de X, est:

Xr = z Z ijgt—(Hj) = ;)thr—h (24)

i=0 j=0

Les premiers coefficients 9}, sont donnés par :

0y =1,6, = 20,60, =3¢

On suppose que :

h
Op = (h+ 1Dy 2.5)
11 est clair que :
h+1
Oy = z " = (h + 2)¢’h+1 (2.6)
k=0

h h 1 h
et par suite 9}, = Ch+1§0 =Ch+1¢ . On suppose maintenant que pour un modele
AR(m ), la représentation MA(OO) est:
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0

X = ZZ Z(Pl'+ Ty iy riy) = Zeh«?z h

ii=0i,=0 i,=0

B (h + 1)(h + 2)....(h +m— l)goh
= (m 1) . (2.8)

Oy

avee

On démontre que pour un modele AR(m +1), la représentation MA(OO) est:

0
X, ZZHV” Et-h avec g _ B+ 1Nh+2)..(h+m)p"
h=0 ! m !

Le processus , peut s'écrire sous la forme:

1 &
X, = 0,6, (2.9)
1-¢B (1 ( (pB l—goB IZO -

ou

0, GG +2) e rm =)’ (2.10)
(m —1)!
et par suite X ZZ(D 0; j€ti+j) Zghgt—h (2.11)
i=0 j=0

Les calculs de 9}, se font par récurrence:

1 2
0y =16 = (m+1)p, 0y = )(’;” o
En supposant que :
' (m+1) (m+h)(ph
0, = i (2.12)
et on prouve que :
o - (m+1).(m+h+1)p" (2.13)

(h +1)!

I'expression de 49h+1 apparait comme suivant:

2.7)

122
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y h h—
Op =9 +0"0 +0" 70, +..4 08, + 6,1
m(m+1)g"! . m(m+1)....n+h)g"!

= (m+1)g" +

o e

= (m+ 1)l 1Jrﬁer(m+2) N +m(m+2)....@n+h)
23 (h+1)!

:(m+1)(m+2)¢h+1 l+m+ +M(m+3)....@n+h)

P (h+1)!

+1

(m+1)(m+2).....en+h+1)g"! wl ol
= (h+1)! =Cnr7+h+1¢7 i :Cm-th+1§0

Donc le théoréme est démontré pour tout ordre m .

0

Note: la série Z :Bh est-elle convergente? En appliquant la régle de d'Alembert a cette
h=0
série, nous obtenons directement

1im[9“*U=1' P | ol
e )T, e

11 en résulte que la RIA est convergente.

THEOREME 2

Considérons un processus stationnaire X généré par un modele AR(M) de la

forme (l—ng)m)(t =¢&,. Supposons que ko chocs unitaires ont eu lieu & I'innovation

kO
aux temps f,, [, ..., tko .LaRIA de yest donnée par (1 B @)m .

Preuve : on procede par récurrence.
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m =1 : on considére deux chocs unitaires a I'innovation &, aux temps t,,t,. On calcule la

réponse impulsionnelle de X ti+h autemps ¢, +4 . On obtient facilement :
¢, 0<h<t,—1-1
Qh +1, h= hH—4
h f _
@ +¢, h=t,-t+k k=1

LaRIA de , est

tz—tl—l )
RIA= E @'+ E (" +¢ 2 ’l)):_ o
h=t,—, 4
On suppose maintenant que ko chocs unitaires a l'innovation = se produisent aux temps
b tyy o By Le calcul de RIA est obtenu directement par
—t
Rid= Z‘p +Z¢’h e +Z¢’ "= ko (3.2)
—@

m=2 : on utilise la représentation MA(OO) de X ¢t (théoréme 1) pour m=2

(Hh :(h+1)¢h) . Pour deux chocs unitaires & l'innovation  aux temps [,7,, la
réponse impulsionnelle de th-i-h autemps #; +/ est donnée par :

(h+Dg",  0<h<t,—t;—1

(h+)g"+1,  h=1,-1

(h+)g" +(k+DgF,  h=t,—t; +k, k>1
Et par suite la RIA devient:

RIA= (h+1g" + > (h=(t ~1) + D" =)

=0 h=t,—,

o0
RIA=2) (i+1)p' =———
20 iy o



Lebanese Science Journal, Vol. 12, No. 2, 2011 125

pour kg chocs unitaires a l'innovation g, se produisant aux temps ¢, t, ..., lg, > ON

ko
obtient directement: RiA= (1_ ¢)2

Cas général pour m quelconque :
On va démontrer que pour un modele (G - 4,3 )" x , = ¢, (la racine 1/¢ du

t

polynome autorégressif a un ordre de multiplicité égal a 1) , si un choc unitaire a

1

I'innovation se produit au temps #;, la RIA aura l'expression suivante: RIA = (1 Q))m
D'apres le théoréme (1), la RIA est :
0 o ) )
. § § E ity _ §
RIA = (1] (9h (.4)
1=04,=0 i,=0 h=0
1 1
Et pour m =1,2, les RIA sont respectivement et 2 .
I=¢ = (1-9)
On raisonne par induction sur 72 . On suppose que pour un modele AR(m ), la RIA est:
1
RIA = o (3.5)
(1-9)
On démontre que pour un modéle AR(m +1),
RIA = !
N m+1 - (3.6)
I-¢

Pour un modele AR(m+1), la RIA est donnée par:

o0 o0 o0 ee] o0 o0 o0 o0
i, =0 0

=050 i,=0i, = i1=0 i,=0 o=
S B
(1-p)" 1-¢ (1-p)™!

Donc le théoréme est démontré pour tout ordre m .

Enfin pour un modéle AR(m ) ayant la forme GQ-9B) X, =

t

¢ » sl ky chocs
t

unitaires a I'innovation g, s¢ produisant aux temps t;, ¢, ..., [ ko ? la RIA est obtenue sans
difficulté:
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k
RIA=—"—
(1-9)
THEOREME 3
On considére ici un processus stationnaire y  généré par un modele AR(m) ayant la
forme :

(1-aB)1-¢B)..(1-¢,B)X, =¢
oules ¢;,i =1...,m sont des réels distincts et chaque racine 1/ @; du polynome autorégressif

a un ordre de multiplicit¢ égal & 1. Le processus x, a unc représentation MA(OO) de la

forme:
o0 m
03 St
t iPi €t—h
h=0\_i=1
ou
D .
A = ,i=1...m
" o-a)e —er)do - oo -0 ) (o -0,)
La RIA est donnée par :
o0 m
A:
=y -3
h=0 i i

m
h
i=1

Preuve: le processus X est stationnaire et il a une représentation MA(OO) de la forme:

1 0
Y= & =) Ohs_
t (1—(013)(1—(023)....(1—(me) t ; nei-n  (4.1)

Les racines du dénominateur sont réelles et différentes, donc la fraction

1
(1-¢B)1-,B)..(1-¢,,B

) se décompose en éléments simples :

1 Al A2 Am

(=puBY-p2B)(-pnB) (-uB) (-0s8) ~ (-p,B)
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En multipliant chaque membre par (1 - (p,-B) , on obtient:

| _al-gB), . A4,0-05)
—_ .o l' ..
(1-¢B).(1-¢i1BN1-9¢;,1B)..(1-9,B)  (1-¢B) (1-¢,,B)
Sion pose B= l/ @; , alors on obtient directement la valeur de 4;
4 = P
" e-o e -0.)Ae -0 Xo -0 )0, - 0,)
4.2)
La représentation MA(OO) permet de calculer directement la RIA:
[oe] o0 m [ee]
X, =) 4o Ayote, =Y | 4 4
t = 191 E¢—p Toeee t WPm€t—h = i ) Pi€in
h=0 h=0 =1\ =0
m 0 m 4.3)
A (
w-3 a3t -5
i=l \ h=0 i

SIMULATION ET CALCUL NUMERIQUE

Dans la suite, on a simulé le modéle AR(2) suivant:
(1-02B(1-06B)X, =<,

ou & est un bruit blanc de variance unitaire. La taille de la série simulée est 600. Pour
minimiser l'effet des valeurs initiales, on a retenu les derni¢res 500 observations. On suppose
qu'un choc unitaire temporaire se produit au temps fy = 500 . La fonction de réponse
impulsionnelle et I'impact du choc sur le processus figurent dans les graphiques suivants'.

1.0

0.0 T T T
a 10 15

5]
=54

Figure 1. Fonction de réponse impulsionnelle FRI(t).
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0o
500 505 510 515

Figure 2. Impact du choc sur le processus AR(2).

On observe une absorption trés rapide de ce choc. En fait, le processus retrouve sa
situation initiale avant le choc aprées environ dix horizons.

. 9, =02 ¢ =06 '
En utilisant le théoréme (3), le modele AR(2) avec , , aboutit au
suivant:
A= =05 4=+ 15
((01—(02) ((/’2—(P1)
AIR :i-‘ri =3.125
l-g 1=,

On a répété cette simulation 10000 fois. La moyenne et I'écart - type des réponses
impulsionnelles accumulées sont respectivement (3.131) et (0.3). La moyenne empirique des
RIA (3.131) est presque égale a la valeur proposée par le calcul theorique ( 3.125). Le
graphique des RIA obtenues est :

4.5

2.5 —

2.0

T T T T T T T T T T T T T T T T T
2000 4000 6000 8000 10000

Figure 3. Réponses impulsionnelles accumulées RIA(t).

Le résultat de du théoréme (2) montre clairement que la R4 est trés sensible aux
valeurs de @ et M. Dans le cas du modéle (1—¢B)'"Xl =g, ona calculé la RIA pour

(/RS ]— 1, + 1[— {0} et (I’I’l = 1,,10) (voir annexe).
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1
W est
m

(l m+1 . Cette dérivée est strictement positive et par suite la RIA(®) est une
-0)

RIA(p) =

Pour m donné et ¢ variable, la dérivée de la fonction

fonction croissante de ¢ .

1
Pour donné et m variable, la dérivée de la fonction RIA(m) = est
v (1-9)"
- ln(l - go)
(1-9)"

Deux cas se présentent :

Premier cas : —1<¢ <0

La dérivée est strictement négative et par suite la RIA(m) est une fonction décroissante de
m.
Deuxiéme cas: 0 < <1

La dérivée est strictement positive et par suite la RIA(m) est une fonction croissante de m .

CONCLUSION

Dans ce papier, on a calculé explicitement la fonction de réponse impulsionnelle (FRI)
et la réponse impulsionnelle accumulée (RIA) dans deux types des modéles autorégressifs :
Le premier ayant un polyndme autorégressif qui a une seule racine d'un ordre de multiplicité
plus grand ou égal a un ; le second ayant un polyndme autorégressif qui a m racines réelles
distinctes dont chacune a un ordre de multiplicité égal a un. Puis nous avons simulé¢ un
processus AR(2) 10 000 fois et nous avons calculé les différentes valeurs de la RIA : la
moyenne empirique des RIA s'est révélée presque égale a la valeur proposée par le calcul
théorique. Finalement en se basant sur le résultat du théoréme (1) et pour m donné, la
fonction RIA( ¢ ) augmente avec ¢ . Pour ¢ donné, le sens de variation de la fonction
RIA(m ) dépend du signe de ¢ : la RIA(m ) est décroissante pour ¢ négatif et elle est
croissante pour ¢ positif.
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Annexe
RIA(9): m=1 RIA(¢): m=2
11.2
9.6 112
96 —
8.0 —
80 —
6.4 —
64 |
4.8
48 o
3.2
32 —
1.6 16 -
0.0 T T T 0 T T
5 10 15 5 10
RIA(¢@):m=3 RIA(m):¢=-0.9
1120 . 056 . .
960 — 0.48 -
800 0.40 -
640 — 0.32
480 — 0.24 —
320 0.16 —
160 — 0.08
0 T T T 0.00 T T T T T
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RIA(m): ¢ =-0.5

1120

960

800

640

480

320

160

RIA(m): 9 =0.5

132

RIA(m): ¢ =-0.1

1.12e+10

9.6e+09

8e+09

6.4e+09

4.8e+09

3.2e+09

1.6e+09

RIA(m): ¢ =0.9




