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RESUME 
 

Le présent travail consiste en la modélisation numérique d'écoulement du sang 
considéré comme un fluide à deux phases (fluide newtonien-fluide de Casson généralisé) en 
régime pulsé, dans une conduite déformable. Une telle modélisation tient compte, en plus du 
caractère non newtonien du fluide,  du déplacement axial et radial de la paroi, de sa porosité 
et de l'anisotropie. En utilisant une méthode numérique aux différences finies implicites pour 
résoudre les systèmes des équations locales, intégrales et le système des équations de la 
paroi, les quantités locales et globales de l'écoulement ont été déterminées. Cette étude dont 
l'objet est d'apporter une meilleure connaissance de certains aspects d'écoulements sanguins, 
peut aussi s'appliquer à des écoulements de type industriel. 
 
Mots clés:  écoulement  pulsé, fluides à deux phases,  Casson  généralisé,  parois  anisotropes,  
                   microcirculation 

 
 

ABSTRACT 
 

The objective of the present work is a numerous simulation of blood flow considered 
with a two-fluid model (Newtonian fluid-Casson generalized fluid) through deformable tubes. 
The porosity, anisotropy, axial and radial deplacement of the pipe are considered. Using an 
implicit finite differences method to solve the equations systems local, integral and the duct, 
the global and the local quantities for the flow were determined. This study considered as a 
step in the modelling of flow in blood vessels, may also contribute to other important fields 
such as water desalination or gel filtration.  
 
Keywords: pulsatile flow, two phase fluids,  generalized  Casson  fluid, anisotropic pipe, mi- 
                   crocirculation 
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Liste des symboles: 
 
Wn  : Composante axiale de la vitesse dans le noyau  
Un  :  Composante radiale de la vitesse dans le noyau 
Wp  : Composante axiale de la vitesse dans le plasma  
Up  :  Composante radiale de la vitesse dansle plasma 
ρ : Masse volumique du fluide  

pρ : Masse volumique de la paroi 
K : Consistance du fluide 
m : Indice de comportement du fluide 
∞η : Viscosité du fluide pour des taux de cisaillements infinis 

0τ : Seuil de plasticité 

pτ  : Contrainte de cisaillement pariétale 
A  : Déplacement axial de la paroi 
B  : Déplacement radial de la paroi 
R0 : Rayon de la conduite au repos 
L : Longueur de la conduite 
R : Rayon moyen de la conduite 
R1 : Rayon moyen du noyau 
h :  Epaisseur de la paroi 

θE : Module d'Young dans la direction azimutale 
Ez : Module d'Young dans la direction longitudinale 
ν : Coefficient de Poisson 
r : Variable radiale 
z : Variable axiale 
ω : Pulsation du mouvement 
t : Variable du temps 
W0 : Vitesse de l'écoulement permanent dans la direction axiale 
P  : Pression à l'intérieur de la conduite 
Pext : Pression à l'extérieur de la conduite 
β : Nombre de Womersley 
Re : Nombre de Reynolds 
ε : Petits paramètres géométriques 
q : Vitesse de débit 
qf : Débit de fuite latérale 

aη : Viscosité apparente du fluide 

ςςσ  : Composante radiale de la contrainte 

zzσ  : Composante axiale de la contrainte 

θθσ : Composante azimutale de la contrainte 

ςσ z  :Composante transversale de la contrainte 
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ςr : Vecteur déplacement d'un élément de la paroi 
Lp : Coefficient de filtration  
d : Tenseur des taux de déformation 

0α : Rapport entre le rayon du noyau et le rayon de la conduite 
 
 

INTRODUCTION 
 

L’étude des écoulements sanguins s’avère très délicate par le fait qu’elle fait 
intervenir un grand nombre de paramètres de natures diverses tels que des paramètres 
physiologiques, physico-chimiques ou mécaniques. 

 
 
D’un point de vue hydrodynamique, l’étude de tels phénomènes pose un certain 

nombre de problèmes spécifiques liés principalement : 
 
 
à la rhéologie de la suspension sanguine et à la déformabilité du globule rouge (Ostwald, 
Bingham, Bingham généralisé, Quemada, Sisko, Casson ou Casson généralisé) (Baranger et 
al., 1990; Taibi et al., 2002; Chammami et al., 2001; Quemada, 1978; Rakotomalala, 1989 ; 
Senouillet et al., 2005a) ; 
 
aux caractéristiques (mécaniques, structurales, géométriques) du contenant (Amar et al., 
1998; Bahrar, 1986;  Flaud, 1979;   Kerroum, 1994 ; Buthaud, 1977 ; Gueraoui  et al., 1998; 
Zeggwagh, 1988 ; Senouillet et al., 2005b) ; 
 
aux régimes d’écoulements : pulsés, transitoires, intermittents, quelquefois instables voire 
turbulents (Bahrar, 1986; Gueraoui  et al., 1998 ; Fullana et al., 2007) ; 
 
à l’aspect multiphasique de l’écoulement (Kerroum, 1994).  

 
 
Les différents aspects de ces problèmes se retrouvent à des degrés divers dans trois 

principaux domaines d’hydrodynamique sanguine : grande circulation, la microcirculation et 
la circulation capillaire. C’est la taille du globule rouge par rapport à la taille des vaisseaux 
qui permet la distinction entre ces trois domaines.  

 
L’objectif de notre travail est la modélisation des écoulements sanguins grâce à 

l’étude d’écoulements non permanents d’un fluide à deux phases (fluide de Casson 
généralisé-fluide newtonien) en conduites déformables, poreuses,  à parois élastiques et 
anisotropes. Cette approche, qui ne concerne que la modélisation d’écoulements sanguins au 
niveau de la grande et de la petite circulation, s’effectue par voie théorique et numérique.  

 
Les phénomènes, écoulement du fluide et de déformation de la paroi, que nous 

avons analysés sont relatifs à des régimes périodiques, les développements numériques 
permettent d’étudier l’effet des paramètres rhéologiques de la paroi sur l’ensemble de 
l’écoulement. Afin d’illustrer ces effets nous avons présenté, à titre d’exemple, l’évolution 
des profils de la pression et du débit. 
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MODELE THEORIQUE 
 

Mise en  équations de la conduite 
 

La conduite considérée est un tube axisymétrique souple, de longueur L à l'état 
déformé et L0 à l'état initial, à paroi mince et poreuse,  d'axe de révolution zor , de masse 

volumique pρ , d'épaisseur h, de rayon au repos R0 et de rayon non permanent R (z, t). Les 
déplacements axial et radial de la paroi sont respectivement  A (z, t) et B (z, t).  

 
Le système d'équations décrivant la déformation de la paroi de la conduite  en 

l'absence d'efforts volumiques (effet d'inertie négligeable devant l'effet de viscosité) s'écrit  
sous la forme suivante : 
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Où zetzAretzB rrr
 ),(    ),(    +=ς , est le vecteur déplacement d’un élément de la paroi dans 

un repère local. 
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Avec :                   
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            extt P-PP =                                                         (3) 
Où : P et Pext (Pext  est supposée constante) sont respectivement les pressions à l'intérieur et à 
l'extérieur du tube, Up et Wp respectivement les vitesses radiale et axiale dans le manchon 

plasmatique et  pη la viscosité  apparente du fluide représentant le manchon plastique, le 
système d’équations (1) devient alors : 
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En posant les changements de variables suivants : 
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Le système de la paroi sous forme adimensionnelle s'écrit : 
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Avec : 
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0

0
c

T1         où 
W

L
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X ==  le temps de convection dans la direction axiale 
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C

L
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Où : E0 est le module d'Young effectif (peut être estimé à partir d'un modèle entièrement 
simplifié conduisant à la formule de  Moens-Korteweg), Wo une vitesse caractéristique dans 
la direction axiale (vitesse moyenne dans un écoulement de Poiseuille). 
 
 
Mise en équations du mouvement de fluide 
 

L'écoulement diphasique, de vitesse axiale ( )tzrW ,,  et radiale ( )tzrU ,,  en 

chaque point ( )zrM , , comprend : 
- Un noyau central de rayon R1, riche en globules rouges, modélisé par un fluide  de viscosité 
dynamique aη ,  obéissant  à la loi de Casson généralisé. 
- Un manchon plasmatique entourant le noyau, pauvre en globules rouges, modélisé par un  
fluide newtonien (Chien et al., 1966) de viscosité dynamique pη . 
 

Les deux fluides sont supposés incompressibles et ont la même  masse volumique 
ρ  afin de négliger les effets de sédimentations gravitationnelles qui tendent à décentrer l'axe 

du noyau vers le bas (Bitoun, 1985). 
  
Les équations adimensionnelles traduisant la conservation de  la quantité de 

mouvement et de masse s'écrivent : 
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Il s’introduit les nombres sans dimensions suivants: 
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qui sont respectivement le nombre de Womersley généralisé mesurant l'importance relative 
des effets d'instationnarité par rapport aux effets de viscosité, le nombre de Reynolds 
généralisé de l'écoulement mesurant l'importance relative des effets d'inertie par rapport aux 
effets de viscosité et      ε  un petit paramètre géométrique. 
 

Par la suite, on omet les (^.) et on attribue l'exposant « n »  au fluide qui occupe le 
noyau et l'exposant « p »  pour  le manchon plasmatique.  Le système d'équations (7)  devient, 

compte  tenu des hypothèses simplificatrices ; ( 1   eRet       1  2 <<<< εε ), (Buthaud, 1977) : 
 
pour le noyau : 10 Rr ≤≤  
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Pour le plasma : RrR ≤≤1  
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Le noyau central est modélisé par un fluide de Casson généralisé dont la loi de 

viscosité  sous forme adimensionnelle est donnée par (Hadjsadok et al., 1993) :  
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Cette loi est paramétrée par τητ et    m  k,  ,   ,0 ∞  qui sont respectivement la 

contrainte seuil, la viscosité pour des taux de cisaillements très grands, la consistance, l'indice 
du comportement du fluide et la contrainte de cisaillement. La loi de Casson généralisé est 
vérifiée expérimentalement et représente bien le comportement non newtonien de la 
suspension sanguine. 

 
En vue de fixer les frontières du domaine de l'écoulement et de définir des pas 

constants,  indépendants du temps,  dans la direction radiale de la section S considérée,   on 
effectue le changement de variable suivant : 

( )    1  x  0   :          
 , 

   ≤≤= où
tzR

r
x                                     (10) 

 
tel que )1,( == xRr  à la paroi, ),( 01 α== xRr  à l’interface et )0,0( == xr  
sur l’axe. 
 

Le système des équations locales s’écrit alors : 
 
pour le noyau : 0    0 α≤≤ r  
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Pour le plasma : 10 ≤≤ xα  

0  
R

x
-

1
   

  2   2
1

    2

=
∂

∂

∂

∂

∂

∂
+

∂

∂

∂

∂

∂

∂
+

∂

∂

∂

∂
+

∂

∂
−=

∂

∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

x

pW

z
Rp

xU
xxRz

pW

x

pW

t
R

R

x
x

pW
x

xxRz
P

t

pW
ββ

                        (12)                                     

Pour la loi  du fluide central : 
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CONDITIONS AUX LIMITES 
 

Les conditions aux limites sont celles traduisant l'adhérence des particules fluides à 
la paroi, l'axisymétrie de l'écoulement et la continuité des champs de vitesse et des contraintes 
à l'interface entre les deux fluides.  

 
En effet : 
 

l'axisymétrie de l'écoulement : impose deux conditions homogènes sur l'axe (x=0) du conduit  

       0net  U          0 ==
∂

∂

x

nW
                                                          (13) 

l’adhérence à la paroi(x=1) : se traduit dans le cas où  1 2<<ε    et pour une conduite à paroi 

mince, poreuse et anisotrope par:  
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Où :   Lp   est le coefficient de filtration 
 

la continuité du champ de vitesses et des contraintes tangentielles en (x= 0α ) : se traduisent 
par : 
 
contraintes tangentielles :  

x
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continuité du champ de vitesses :  
 

        pp UnUetWnW ==                                                                                      (16) 
 
 

SYSTEME DES EQUATIONS INTEGRALES 
 

Le gradient de pression étant inconnu le long du conduit, le système des équations 
locales ne peut être résolu séparément. Pour cela, on lui adjoint le système des équations 
intégrales de l'écoulement qu’on obtient en intégrant les équations locales (11) et (12) 
chacune sur son domaine correspondant, le long d'une section,  en utilisant les conditions aux 
limites et en  sommant les équations  de même nature. On obtient le système intégral suivant : 
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Où : Q est le débit global instantané à travers la section du conduit considéré, et 

1
 

1

=∂

∂
= ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

xx

pW
Rpτ

la contrainte de cisaillement pariétale. 

 
À ce système, on adjoint les conditions aux limites adimensionnelles suivantes : 

La pression à l'entrée de la conduite : tPPtzP ωcos),0( 21 +==  

La pression à la sortie de la conduite : tPPtzP ωcos),0( 43 +==  
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Où : P1 et P3  sont les composantes permanentes de la pression ; P2 et P4 les composantes 

oscillatoires de la pression  et  
T
π

ω
2

=  la pulsation du phénomène.   

 
 

MÉTHODE ET PROCESSUS DE RÉSOLUTION 
 

Les systèmes d’équations (6), (11), (12) et (17) sont résolus à l'aide d'une méthode 
numérique itérative aux différences finies de type implicite (Nougier, 1989). Les calculs sont 

amorcés avec la valeur de la contrainte pariétale   pτ  issue du profil initial, qui peut être 

absolument quelconque pourvu qu'il satisfasse aux conditions aux limites. On adopte, pour 
cela, un profil correspondant à un écoulement permanent à deux phases (newtonien-
newtonien) en conduites cylindriques poreuses. La résolution du système de la paroi permet la 
détermination des déplacements axial et radial de la paroi. En suite, le système des équations 
intégrales permet, à chaque instant, le calcul de la pression, du gradient de pression et de 
débit. La résolution du système des équations locales fournit les profils des vitesses à chaque 

instant et à partir desquelles, la grandeur   pτ est réestimée, sa valeur corrigée permet de 

réitérer et ce jusqu'à  convergence. Les critères de convergence et de périodicité portent sur la 
pression et les pas de discrétisation de l’espace du temps valent respectivement  ∆ z=  5.10-2 
et  ∆ t =1.10-2. 
 

 
RÉSULTATS ET DISCUSSION 

 
Les données prises de la littérature (Hadjsadok, 1993 ; Gueraoui, 1998l ; Zeggwagh, 

1988) sont les données relatives aux conditions hydrdynamiques et aux valeurs des 
paramètres rhéologiques du fluide et de la conduite.Elles sont exprimées dans le système 
C.G.S., qui est le plus approprié au réseau cardio-vasculaire.  
 

L'influence de la viscosité infinie ∞η  sur la pression et le débit est portée sur les 

Figures 1 et 2. On a examiné le cas  ∞η  =0.01  et le cas  ∞η  =0, qui correspondent à un 
fluide de Casson généralisé pour le premier et  à un fluide de Bingham généralisé  pour le 
second. Comme on pouvait s'y attendre, on observe une augmentation des valeurs de la 
pression (Figure 1) et une diminution des valeurs de débit (Figure 2). Ceci  est dû à 
l'accroissement du frottement interne entre les diverses couches coaxiales du fluide. On 
obtient des résultats qualitativement semblables à ceux obtenus par d’autres auteurs 
(Rockwell, 1969 ;  Rakotomalala, 1989). 

 
 

L'influence de l'anisotropie de la paroi sur la pression et le débit est portée sur les 
Figures 3 et 4. L'anisotropie peut être prise en compte par la considération d'un module 
d'Young plus petit dans la direction azimutale que dans la direction axiale. Ceci se traduit, 
pour cette dernière, par une diminution de l'élasticité, donc une faible déformabilité, et par 
conséquent, une augmentation des valeurs de la pression et de débit. 
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Figure 1. Évolution temporelle de la pression au cours d’une période en z=L/2 pour deux 

valeurs de ∞η . 

 
Figure 2. Évolution temporelle du débit au cours d'une période en  z=L/2 pour deux 

valeurs de ∞η . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 3. Évolution temporelle de la pression au cours d’une période en z=L/2 pour les 
cas d’une paroi anisotrope et isotrope. 
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Figure 4. Évolution temporelle du  débit au cours d’une période en z=L/2 pour les cas 

d’une paroi anisotrope et isotrope. 
 

Sur les Figures 5 et 6, on a porté l'évolution des profils de la pression et du débit 
pour deux valeurs différentes du coefficient de filtration Lp=4.2  10-3 et Lp=4.2  10-4.  On 
constate qu'une diminution de Lp provoque une augmentation des valeurs de la pression et de 
débit. On a obtenu des résultats similaires à ceux obtenus par différents auteurs (Chammami 
et al., 2001; El Hammoumi, 1995 ;  Zeggwagh, 1988). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 5. Évolution temporelle de la pression au cours  d'une période en z=L/2  pour 
deux valeurs du coefficient de filtration Lp. 

     
Figure 6.  Évolution temporelle du débit au cours d'une période en z=L/2 pour deux 

valeurs du coefficient de filtration Lp. 
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CONCLUSION 
 

Cette étude nous a permis, d'une part, la mise  au point d'un modèle numérique pour 
résoudre les équations qui régissent l’écoulement en conduites déformables à  parois 
élastiques, anisotropes et poreuses et d'autre part, l’analyse de l'influence des paramètres  liés 
à la nature du fluide ainsi que ceux caractérisant la nature et la géométrie de la paroi du 
conduit.  

 
Les résultats obtenus montrent l'importance qu'il y a à  tenir compte de la nature de 

la paroi artérielle et de la nature du fluide. Ces  résultats devraient contribuer à une meilleure 
connaissance des processus intervenant dans la circulation sanguine et, par conséquent, à des 
applications faites en hémodynamique. 
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