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RESUME

La théorie statistique de la détection s'applique a I’évaluation des performances de
toute technique d'imagerie directe. La phase de détection peut étre exactement étudiée a
partir du concept de I'observateur idéal. L'expression du rapport signal/bruit (S/B) d’un
observateur idéal fait intervenir le spectre de puissance du bruit (S.P.B).

L'expression du spectre de puissance du bruit de comptage en tomographie
d'émission monophotonique (T.E.M.P.) est établie afin de déterminer le bruit et le rapport
S/B en T.E.M.P. en utilisant la méthode de rétroprojection filtrée. Le filtre utilisé est une
rampe.

Les expressions établies du bruit et du rapport S/B sont en accord avec celles
déterminées par les méthodes classiques. Ainsi, on peut affirmer que la théorie statistique de
la détection peut étre appliquée en imagerie tomographique (imagerie indirecte).

Mots clés : T.E.M.P., théorie statistique, spectre de puissance du bruit, signal/bruit

ABSTRACT

The SDT is applied in the evaluation of all direct imaging modality performances.
The detection stage can be quantified exactly from the ideal observer concept. The ideal
observer signal to noise ratio (SNR) depends on the noise power spectrum (NPS).

An expression of NPS in single photon emission tomography (SPECT) of the
uncertainty over the number of counts is derived in order to estimate the noise and the SNR.
The reconstruction algorithm is the method of back-projection of filtered projection. The
ramp filter is considered.

It is shown that derived expressions of noise and SNR compare well with
expressions derived from classical approaches. It could therefore be affirmed that the SDT
can be considered in tomography (indirect imaging).
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Nomenclature

%(i) : rapport signal sur bruit d'un observateur idéal.

%(i) : rapport signal sur bruit d'un observateur quasi-idéal.

W(kx.ky): spectre de puissance du bruit (S.P.B.).

W(k,d): S.P.B. en coordonnées polaires.

Ny/(x): nombre de photons détectés le long de la direction y et repére par I'abscisse x.
E(x): la fonction erreur.

R(u): la fonction auto-corrélation.

S(kx): S.P.B. d'une projection.

¢(kx): la fonction de transfert du filtre.

Sf(kx): S.P.B. d'une projection filtrée.

Rf(u): la fonction d'auto-corrélation d'une projection filtrée.

Rp(u,v): la fonction d'auto-corrélation du bruit obtenu par une simple projection.
Sb(kx,ky): S.P.B. de I'image obtenue par simple projection.

No: nombre total de photons détectés.

Np: nombre total de pixels (cellules) reconstruits dans une coupe.

Nce: nombre de photons émis par cellule ou pixel.

Ng: nombre de projections.

INTRODUCTION

L’étude des performances et en particulier l'estimation du rapport signal sur bruit en
tomographie ont fait I'objet de plusieurs publications ( Britten, 1999 ; Bussman et al., 2000 ;
Eckholt et al., 2000; El Fakhri et al., 1999; Elloumi, 1995; Fakhri et al., 2000; Gantet ef al.,
1990; Gore, 1978; Huesman, 1977; Jeanguillaume et al., 1993; 1994; Kim et al., 1993; Kunze
et al., 2000; Liew et al., 1991; 1993; Lim et al., 1982; Menardi et al., 1999; Mestais et al.,
1994; Ogawa, 1998; Shepp & Logan, 1974; Tapiovaara, 1993; Tournier et al., 1994; Wagner
et al., 1979; 1985; Workman & Cowen, 1993). Ceci s'explique par la diversité des modalités
d’imagerie (imagerie X et vy, échographie et IRM) et des méthodes de reconstruction
tomographique (analytiques, itératives), par les différentes origines du bruit (bruit de
comptage, bruit des photons diffusés, bruit électronique...) et par les différents moyens
d'estimation du bruit en imagerie: en effet, on distingue les approches qui estiment le bruit a
partir de 1'écart quadratique moyen du signal bruité (Gore, 1978 ; Shepp, 1974), des
approches utilisant la théorie de l'information (Jeanguillaume et al., 1994; Tapiovaara, 1993;
Tapiovaara and Wagner, 1993; Wagner et al., 1979; 1985 ).

Dans ce travail, on présente une approche d’estimation du bruit a partir du spectre
de puissance du bruit et une méthode d'estimation du rapport S/B a partir de la théorie
statistique de la détection (T.S.D) .

Aprés avoir décrit et justifié 1'utilisation de la théorie statistique de la détection, on
donne l'expression générale du rapport S/B en imagerie. On détermine ensuite le spectre de
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puissance du bruit de comptage en tomographie d'émission monophotonique afin d'établir les
expressions du bruit et du rapport S/B dans le cas particulier du filtre rampe. La méthode de
reconstruction utilisée est la rétroprojection filtrée. Enfin, on discutera les résultats obtenus en
insistant sur les avantages de cette méthode.

METHODE
Théorie statistique de la détection (T.S.D.)

Dans les vingt cinq derniéres années, le probléme de I'évaluation des performances
des systemes d'imagerie médicale a vécu un changement trés important. En effet, 'approche
phénoménologique a cédé sa place a une approche plus générale qui tend a unifier les
différentes modalités d'imagerie. Ce changement a été rendu possible par la reconnaissance
du fait qu'un systéme d'imagerie comprend essentiellement deux étapes: 1'étape de détection
des données et 1'étape de traitement et d'analyse des données.

L'étape de détection des données peut étre quantifiée exactement a partir de
l'application des méthodes analytiques de la théorie de détection du signal. L'étape de
traitement est analysée en terme de performance d'une tiche qui dépend d'un observateur réel,
qui voit les images avec une bonne définition des paramétres du signal et des caractéristiques
du bruit.

Pour simplifier l'analyse de la tdche de détection, on introduit deux concepts optimaux
d'observation de l'image. Le premier est le concept heuristique de l'observateur quasi-idéal
(q.1), le second est le concept rigoureux de 1'observateur idéal (i).

Les performances de l'observateur humain sont facilement interprétées dans le
cadre du concept de 1'observateur quasi-idéal. Les performances du systéme de détection de
I'image sont évaluées en utilisant le concept de I'observateur idéal.

L'observateur quasi-idéal est un observateur qui suppose que le bruit est blanc, non
corrélé : il ne peut pas incorporer l'information de la corrélation du bruit dans sa stratégie de
décision. Par contre, 1'observateur idéal est capable d'utiliser toute l'information contenue
dans l'image bruitée, incluant celle de la corrélation du bruit.

Quand le bruit est effectivement blanc, I'observateur quasi-idéal devient un

observateur idéal. Si on opére selon la stratégie d'un observateur quasi-idéal, on obtiendra un
rapport signal sur bruit donné par:

I |AS(kx,ky|2dkxdky

> (gi)= M

1/2
2
[ I |AS(kx,ky)| W(kx,ky)dkxdky}

ot AS(kx.ky) = T.F [AS(x,y)], AS(x.y) est la différence entre deux signaux possibles et
Wi(kx,ky) est le spectre de puissance du bruit.

La relation (1) admet un maximum donné par:
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5 1/2
S . _ J’|AS(kxbky)|

— dk . dk 2
iy % 6

B

qui est le rapport S/B d'un observateur idéal. Quand le bruit est effectivement blanc, la
relation (1) s'identifie a (2).

Spectre de puissance du bruit (SPB) en T.E.M.P.

Le spectre de puissance du bruit quantifie la quantit¢é du bruit dans chaque
fréquence spatiale. L'intégrale du S.P.B sur toutes les fréquences donne une estimation de la
variance en chaque point reconstruit. La méthode de reconstruction de l'image est la
rétroprojection filtrée.

Soit une ligne de projection faite le long de la direction y. Le nombre de photons
détectés dépend de I'abscisse x, soit Ny(x) ce nombre. La fonction d'erreur E(x)= \[Ny(x) s
dans une projection mesurée, est liée a la fonction d'auto-corrélation R(u) par la relation:

R(u) = E(X)E(x + u) 3)
Pour simplifier, on suppose que le niveau du bruit est le méme pour toutes les mesures a
l'intérieur d'une simple projection: Ny(x)=N (Huesma, 1977; Riederer et al., 1978). Dans ce

cas, R(u) devient:

R(w) = N 3(u) @
ol N est le nombre moyen de photons par ligne de projection et § est la distribution de Dirac.
Cependant, les estimations pratiques peuvent étre faites dans le cas contraire.

Le spectre de puissance du bruit S(kyx) d'une projection est la transformée de
Fourier de R(u), ky étant la fréquence spatiale selon la direction x.

+00

S(ky) = I R(u) exp (-2mikeu) du (5)
—00

Stk = N (6)

Chaque projection est filtrée par un filtre ¢(ky). D'apres le théoréme de Papoulis, le S.P.B. de
la projection filtrée devient :

Stk ) = S(ky) o (k)2 @)
Sitk) = N ok )2 (8)
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Soit R, (u,v) la fonction d'auto-corrélation du bruit de I'image obtenue par une

simple rétroprojection, u et v étant les différences entre les coordonnées (x,y) de deux points
dans le plan reconstruit. On a supposé que le bruit ne dépend pas de 1'ordonnée y, donc la
fonction Rp(u,v) ne dépend que de u. On en déduit I'égalité entre la fonction d'auto-

corrélation du bruit, Ry(u,v), et la fonction d'auto-corrélation de la projection filtrée R(u).
Rf(u) étant la transformée de Fourier inverse de Sf(kx).

Le spectre de puissance du bruit Sp(k, ky) de l'image obtenue par cette simple
rétroprojection est la T.F de Ry, (u,v) :

400 400
Sb(kx,ky) = J‘ J‘ Rp (u,v) exp (-i2n(uky + vky)) dudv )
-0 —00

Compte tenu des relations (6,9) le spectre de puissance de bruit, Sp(ky,ky) aura comme
expression :

Sblkxky) = N [o(ky)|? 8(ky) (10)

Donc d'aprés cette relation, le S.P.B de la simple rétroprojection filtrée contribue au
S.P.B de l'image finale uniquement le long du rayon ky = 0. De la méme fagon, chaque

projection simple contribue au S.P.B final uniquement le long d'un rayon.

Puisque les projections sont indépendantes, le S.P.B. de l'image finale est tout
simplement la superposition de la contribution de chaque projection. Le degré de
superposition est déterminé par la densité des rayons. Si l'image est reconstruite a partir de
Ng projections également espacées sur m, alors la densité de rayons de fréquence k est donnée

par:

D(k) = %% (11)

L'image reconstruite est multipliée par une constante de normalisation égale a pour
Ny

assurer que la valeur reconstruite soit égale a la densité au point reconstruit. Si on suppose

que le niveau du bruit est le méme pour toutes les projections, le S.P.B., W(k,9), (k fréquence

spatiale, ¢ angle polaire) en T.E.M.P. aura comme expression :
2
T
Wk¢)=| — | D(k)Sek) (12)
Np
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Wkp) = ———— 13
(k,9) Ng Kk (13)

Rapport signal sur bruit en T.E.M.P

La relation (2) montre qu'il suffit de déterminer le S.P.B pour calculer le rapport S/B.
Mais avant d'aborder ce calcul, il est nécessaire de rappeler que l'approche qui consiste a
traiter le signal et le bruit par bandes de fréquence est strictement valable dans la limite du
signal a faible contraste ou le bruit est effectivement additif et gaussien. Pour un signal, dont
la statistique est de type Poisson, le bruit est essentiellement multiplicatif, et notre simple
formulation n'est plus rigoureuse.

Considérons maintenant, un disque uniformément émetteur, de rayon R et contenant Np
pixels. Si le nombre total de photons collectés est N, le nombre de photons émis par cellule

est:

Nee = II:II; (14)
Dans le cas d'un disque non uniforme, il faut estimer la fonction Nge.
Soient :
S1(r) = (Nge +n) ho(r) et Sp(r) = n ho(r) (15)

deux signaux possibles, n est un bruit gaussien de moyenne nulle et hy(r) est la fonction
circulaire définie par:

ho(r)=1 si r<R et hy(r)=0 ailleurs (16)

La différence des deux signaux S-Sy = AS est données par :
AS(r) = Nee ho(r) a7

La T.F. AS(k) de AS(r) est alors:

AS(K) =Nge mR2 Hy(k) (18)
avec
R2Ho (k) = TF[ho(r)] (19)
et tel que :
400
2n I H{ (k) kdk = Lz (20)
7R

0
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Compte tenu de la relation (13), le rapport signal sur bruit est:

N1/2
FURRe A @n
p

ou N est le nombre total de photons détectes, N est le nombre total de pixels reconstruits et
G(o) et une quantité qui dépend du filtre utilisé et donc permet d’en étudier les performances.

2
Lo 42 gy (22)
lo(k) |

+0

G()=R>NoV2 [ |
0

RESULTATS

La puissance du bruit en T.E.M.P. peut étre obtenue par une simple intégration du
S.P.B sur toutes les fréquences spatiales:

27:2 i
02(p S j 02(k) dk (23)
Noog

avec 62 = N qui est le bruit d'une ligne de projection.

Si on choisit le filtre rampe défini par:

pk)=|k sik<k, et @k =0 ailleurs (24)

ou k. désigne la fréquence de coupure du filtre, la relation (23) deviendra :

k3
ol =22 Xe (25)
@
3 Ne

et le rapport S/B en T.E.M.P. sera, compte tenu de la relation (2) :

S (D N2
E = (EJ AO\/B N3/4 (26-3.)
p

ou
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2 = NgAg VD —2 (26-b)
B N

avec :

+00
SISO
0
Ap= nR2 : surface de l'objet,

D: diamétre du disque
d: dimension du pixel

Np : nombre de projection sur 7, Ng= (%j (Huesman, 1977)

DISCUSSIONS

L'hypothese unique faite dans cette analyse est 1'égalité du bruit dans une simple
projection. De plus cette étude n'est rigoureuse que dans le cas d'un bruit gaussien additif.
Cependant, un bruit de type poisson devient gaussien dans la limite ou le nombre moyen

N est grand.

La relation (21), donnant une expression générale du rapport S/B en T.E.M.P., est
équivalente a celle établie par M.A. Lodge et al. (1995) dans le cas d'un collimateur a fentes
tournant.

Les relations (23) et (25) donnant la puissance du bruit en T.E.M.P. concordent
avec celles établies par Shepp et Logan (1974) (voir la relation (20)), par Huesman (1977)
(voir la relation (12) ) et par Soussaline et al. (1979) ( notre relation (23) s’identifie avec sa
relation (14)). Ces auteurs qui utilisent successivement la méthode d’inversion de Fourier, la
méthode itérative et la rétro-projection filtrée, estiment la puissance du bruit a partir de 1’écart
quadratique moyen du signal bruité. Ce résultat traduit une certaine équivalence entre deux
approches d'estimation du bruit :
- a partir du S.P.B,
- et a partir de I'estimation de 1'écart quadratique moyen du signal bruité.

La relation (26) exprimant le rapport %en T.E.M.P. confirme la proportionnalité

1/2
o

3/4
Ny
rapport S/B avec le nombre de projections et avec la taille de 1’objet (Budinger et al., 1977,
1978; Budinger, 1980).

de ce dernier au rapport . De plus elle met en évidence une certaine dépendance du
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Si on considére un disque uniformément émetteur de diamétre 200mm et divisé en
12

pixel de largeur Smm, le rapport S/B aura comme expression : B =0.9—>2

O et s’identifiera
P

avec des expressions établies avec d’autre méthodes (Budinger et al., 1977; 1978 ; Huesman,
1977; Soussaline, 1979).

Les problemes de I'atténuation et le bruit des photons diffusés ainsi que 'influence
du collimateur ne sont pas abordés dans le cadre de cette étude. Cependant, le spectre de
puissance du bruit des photons diffusés peut étre évalué ( Gilardi et al., 1988) puis introduit
dans la relation (2). Le phénoméne d'atténuation peut étre pris en compte dans 1'estimation de
la fonction Ny(x) (Elmbt & Walrand, 1993). Par contre, le floue dans l'image du au

collimateur mérite une étude plus détaillée.

Dans le cas ou la méthode de reconstruction est itérative, on estime le S.P.B. en
adoptant la méthode de Huesman (1977) qui a permis d'exprimer la puissance du bruit dans la
limite ou la solution par moindre carré est atteinte.

Enfin, les avantages de la théorie statistique de détection peuvent étre résumées
comme suit:
- c'est une méthode générale d'estimation des performances d'une technique d'imagerie (direct
et indirect);
- la connaissance du spectre de puissance du bruit fournit une estimation du bruit et permet
d'accéder au rapport signal/bruit. L'expression du S.P.B. peut étre établie théoriquement ou
expérimentalement et peut tenir compte de toutes les origines du bruit ( bruit de comptage,
bruit des photons diffusés, bruit électronique, etc..) ;
- cette méthode s'applique a toutes les méthodes de reconstruction tomographiques:
rétroprjection filtrée et les méthodes itératives ;
- enfin, les relations (21, 22) permettent d’étudier les performances des filtres en T.E.M.P.

Malheureusement, toutes ces méthodes d’estimation du bruit et du rapport S/B en
T.EM.P. ne permettent pas d’étudier I’effet du collimateur, cause principale de la
dégradation de la résolution et de la sensibilité en imagerie d’émission monophotonique.
L’entropie associée a une acquisition scintigraphique, qui tient compte des caractéristiques du
collimateur, pourrait résoudre le probléme de la collimation dans 1’estimation du bruit en
imagerie d’émission monophotonique.

CONCLUSIONS

La T.S.D, applicable dans le cadre général de I'imagerie direct, donne de trés bon
résultats en T.E.M.P. considérée comme une méthode assez complexe. Ainsi, la phase
d'acquisition de I'image tomographique peut étre correctement étudiée a partir du concept de
l'observateur idéal.

L’expression du bruit, établie a partir du spectre de puissance du bruit, et
I’expression du rapport S/B, déduite de la théorie statistique de la détection, concordent avec
celles estimées avec les méthodes classiques. De plus elles permettent d’étudier les
performances des filtres utilisés en T.E.M.P.
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La T.S.D. peut étre appliquée a toutes les techniques de reconstruction
tomographique (rétroprojection filtrée, méthode itératives) et s’adapte facilement pour étudier
les différentes origines du bruit ( photons diffusés, bruit électronique, etc).
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